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要 約  
 

 中学校数学科の領域「関数」では，事柄が正しい理由を説明することは，実

際に学習活動として展開され，評価の対象とされているにもかかわらず，その

扱いは潜在的なものに留まっていると言わざるを得ない（宮崎ほか，2015）．
本稿では，領域「関数」における課題探究として証明することのカリキュラム

開発の枠組みの構築へ向けて，領域「関数」における証明の構想やその学習レ

ベルを検討し，岩田ほか（2015）で検討した証明の構成の学習レベルと組合せ

ることで，領域「関数」における証明の学習レベルの移行過程を設定した．ま

た，それらの移行過程に基づき意図される活動と，各学年の学習内容とを対応

付けることで，領域「関数」における証明の「内容−活動対応表」を作成した．

この「内容−活動対応表」を今後，授業としてどのように形づくるかが重要な

検討課題となる．  
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１．はじめに 

 我が国の中学校数学科において証明の学習

は，従来，主に領域「図形」で扱われ，領域

「数と式」においても「文字式による説明」

等として顕在的に扱われてきた．これに対し

領域「関数」では，事柄が正しい理由を説明

することは実際に学習活動として展開され，

評価の対象とされているにもかかわらず，そ

の扱いは潜在的なものに留まっていると言わ

ざるを得ない（宮崎ほか，2015）． 

 そのような認識のもと，岩田ほか（2015）
では，領域「関数」における課題探究として

証明することのカリキュラム開発の枠組みの

構築へ向けて，特に，領域「関数」における

「書かれる」証明としてどのような証明が望

ましいかを検討し，その証明の構成に関する

学習レベルを検討した．その一方で，課題探

究として証明することの全体像から見たとき

に，領域「関数」における「証明の構想」や

「評価・改善・発展」をどのように捉えれば
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よいかや，証明の構成や構想の学習レベルの

移行に基づき意図される活動を，実際の学習

内容とどのように対応付けるかなどは未検討

のまま残されていた．本稿は，それら残され

た課題のうち，以下の 3 つの課題に取り組む

ものである． 
1）領域「関数」における証明の構想やその学

習レベルを検討すること． 
2）領域「関数」における証明の学習レベルの

移行過程を設定すること． 
3）学習レベルの移行に基づき意図される活動

と各学年の学習内容とを対応付けること． 
 
２．証明の構成の学習レベル 

（1）領域「関数」における証明すること 

 関数指導の一つの大きなねらいは，関数的

な見方や考え方を養うことである（文部科学

省，2008b）．本研究では，このような関数指

導の意義に鑑み，領域「関数」における証明

の対象としての「事柄」や「事柄の生成」を，

「関数の性質に関する命題を予想すること」

だけでなく，「具体的な事象に関する観察や実

験の結果を関数とみなすことによって未知の

状況を予測したり，事象を解釈したりするこ

と」も含めて捉えている．特に本研究では後

者の活動に焦点を当てて，領域「関数」にお

ける課題探究として証明することを捉える．

つまり，本研究で対象とする「証明すること」

は，「関数を活用して予測したり，解釈したり

した結果を正当化すること」である． 
（2）領域「関数」における証明の要件 

 数学的証明において，推論の過程の適切さ

が検証の対象であることと同様に，解釈や予

測の正当化に関しても，その結論を導くまで

の過程が適切かどうかの検証は必要不可欠で

ある．そのような，関数を活用して予測した

り，解釈したりする過程は一般に，数学的モ

デル化の過程とみることができ，それゆえ，

領域「関数」における証明の要件は数学的モ

デル化の過程を視点として考えることができ

る．岩田ほか（2015）では，以上のような考

えのもとに，領域「関数」における証明の要

件を，数学的モデル化の主要な過程である定

式化（formulate），運用（employ），解釈（interpret）
という 3 つの過程から具体化した．本稿では

そのうち，運用や解釈のレベルの表現に若干

の修正を加え，領域「関数」における証明の

要件を，次のようにレベル化して捉える． 
《定式化（formulate）の正当化》 

F1．課題解決に用いる関数を示す． 
F2．課題解決にその関数を用いることの妥

当性を，数学的根拠に基づいて示す． 
F3．課題解決にその関数を用いることの妥

当性を，理想化・単純化等に言及し，数

学的根拠に基づいて示す． 
《運用（employ）の正当化》1） 

E1．データから数学的結果を導く数学的処

理の過程を記述する． 
E2．データから数学的結果を導く数学的処

理の過程を，用いた数学的モデルを明示

して記述する． 
《解釈（interpret）の正当化》2） 

I1．数学的結果を解釈した結果を示す． 
I2．数学的結果を解釈した結果を示すとと

もに，解釈した結果には制約が伴うこと

とその要因について記述する． 
（3）証明の構成の学習レベル 

 中学校数学科の領域「関数」において，目

標となる証明のレベルは，定式化（F），運用

（E），解釈（I）それぞれについて，前述した

F3，E2，I2 の要件を同時に満たす証明（以後，

（F3；E2；I2）レベルの証明のように略記す

る）である．しかしながら，このような証明

を生徒がすぐに構成できるようになるとは考

え難く，その学習には相当の困難が伴うこと

が予想される．それゆえ，このレベルに至る

までの段階を意図的に仕組む必要がある． 
 まず，その一つの段階として領域「関数」

における証明の「骨格」を学ぶ段階が考えら

れる．つまり，（F1；E1；I1）レベルの証明を
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構成することを意図する段階である．証明を

素朴に，前提と結論，そして，それらを結ぶ

根拠の 3 要素で捉えれば，（F1；E1；I1）レベ

ルの記述はそれら 3 つの要素を最低限満たす

記述と捉えられ，このような証明を構成する

ことを一つの目標に据えることは合理的であ

る．それゆえこの段階を，領域「関数」にお

ける証明を構成することの学習に関する第一

のレベル（C1）に設定する（C1 のことを，

以後，C1（F1；E1；I1）のようにも表す）． 
 次に，学んだ証明の「骨格」に肉付けして

いく段階が考えられる．つまり，定式化（F），
運用（E），解釈（I）それぞれの記述の質を高

める段階である．その際，（F2；E2；I2）レベ

ルの証明を構成することを意図し，その後，

（F3；E2；I2）レベルの証明を構成すること

を意図することも考えられるが，本研究では

（F2；E2；I1）を経て，（F3；E2；I2）へと高

めることを想定する．なぜなら，解釈 I2 の要

件である結果の制約やその要因について記述

するためには，定式化 F3 の要件である理想

化・単純化への意識が必要不可欠と考えるか

らである．それゆえ，領域「関数」における

証明を構成することの学習に関する第二のレ

ベル（C2）として（F2；E2；I1）レベルの証

明を，第三のレベル（C3）として（F3；E2；
I2）レベルの証明を，それぞれ構成できるよ

うにすることを意図する段階を設定する． 
 
３．証明の構想の学習レベル 

 証明を構想するとは，事柄の前提と結論を

演繹的な推論によってどのように結びつける

かについて探る営みである（辻山，2011）．こ

の営みでは，前提と結論を結びつけるために，

どのような着想に基づいて，何を（対象），ど

のように用いればよいのか（方法）を捉える

ことが必要である（宮崎・藤田，2013）．領域

「関数」において，前提に当たるものは与え

られたデータや具体的な事象に関する観察や

実験の結果であり，結論に当たるものは，関

数を活用して予測したり，解釈したりした結

果である．そして，それら前提と結論を結び

つけるものが関数であり，その用い方は，数

学的モデル化の各過程（定式化，運用，解釈）

を視点として捉えることができる．このよう

に，前提と結論を結び付けるために必要な関

数とその用い方を，数学的モデル化の各過程

を視点として探ることが，領域「関数」にお

ける証明を構想することの学習に関する第一

のレベル（P1）である． 
 一方，関数とその用い方をより深く探る場

合には，数学的モデル化の各過程に加え，そ

れら各過程の正当化の要件を視点とすること

が必要である．例えば，定式化の正当化には

関数判断の数学的根拠を示す必要がある，運

用の正当化には，運用した数学的モデルを明

示する必要があるといった視点をもとに，証

明に必要な記述を探ることである．これが，

領域「関数」における証明を構想することの

学習に関する第二のレベル（P2）である． 
 また，数学的モデル化の各過程は個々独立

したものではなく，相互に関連する過程であ

る．例えば，結果の解釈に制約が伴う要因の

一つは，具体的な事象における数量の関係を

理想化・単純化したことであり，これは，定

式化と解釈の過程が相互に関連することを示

している．それゆえ，関数とその用い方を探

る場合には，数学的モデル化の各過程を独立

した視点として捉えるのではなく，相互に関

連した視点として捉える必要がある．このよ

うに，前提と結論を結び付けるために必要な

関数とその用い方を，数学的モデル化の過程

全体を視点として探ることが，領域「関数」

における証明を構想することの学習に関する

第三のレベル（P3）である． 
 以上のことから，証明を構想することの学

習に関するレベルとして次の 3 つを設定する． 
P1：前提と結論を結び付けるために必要な

関数とその用い方を，数学的モデル化の

各過程を視点として探る． 
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P2：前提と結論を結び付けるために必要な

関数とその用い方を，数学的モデル化の

各過程における正当化の要件を視点とし

て探る． 
P3：前提と結論を結び付けるために必要な

関数とその用い方を，数学的モデル化の

過程を視点として探る． 
 
４．証明の学習レベルの移行過程 

 これまでに述べた，証明を構想することの

3 つのレベル P1，P2，P3 と，証明を構成する

ことの 3 つのレベル C1，C2，C3 とを組合せ

ることによって，（P1，C1）から（P3，C3）
までの 9 つの学習レベルが想定されうる．ま

た，証明を構想することと証明を構成するこ

とが未分化であっても，いずれか一方を意図

する学習レベルが想定され，それぞれ，証明

を構想することに関しては P1，P2，P3，証明

を構成することに関しては C1，C2，C3 と表

す．さらに，証明を構想することと構成する

ことの両者が未分化である学習レベルが想定

されうる．このレベルを O と表す． 
 以上のことから，図 1 のような，16 の学習

レベルが領域「関数」における証明の学習レ

ベルとして想定されうる． 
 領域「関数」における課題探究として証明

することのカリキュラムにおいて，移行の基

点となるのは学習レベル O，すなわち証明を

構想することと構成することが未分化なレベ

ルである．一方，学習目標として，最終的に

到達されるべき学習レベルは（P3，C3）であ

る．カリキュラムの設計上，証明を構想する

ことと証明を構成することの各レベルは上が

ることはあっても下がることはなく，その意

味で，学習レベル O を基点とし（P3，C3）に

至るまでの移行過程には，理論上，20 通りの

経路が想定されうる．それらの経路のうち，

カリキュラム開発の枠組みとして，どの経路

を採用すべきであろうか．本研究ではそれを，

次の 2 つの原理によって特定する． 
 一つは，証明を構成することの学習は，証

明を構想することの学習に先行するというこ

とである．証明を構想するためには，構想の

対象である証明がどのようなものかを予め知

っておく必要があり，構成の学習レベル C が

上がること無しに，構想の学習レベル P が自

然と上がることは期待できない．つまり，O
→P1 や（P1，C1）→（P2，C1）などの経路

は考え難い． 
 もう一つは，証明を構想することと証明を

構成することとは，相補的かつ互恵的な関係

をもつということである（宮崎・藤田，2013）．
証明を構成することだけでなく，証明を構想

することによって，証明の満たすべき要件に

ついての理解が深められる．それゆえ，学習

レベルの移行を考える際には，証明を構想す

ることと，証明を構成することのレベルを交

互に上げていく必要がある． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1．学習レベル 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2．学習レベルの移行過程 
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 このように考えると，学習レベル O から学

習レベル（P3，C3）に至るまでの移行過程は，

図 2 のように設定されうる． 
 
５．移行過程と学年との対応付け 

 学習レベルの移行過程に基づいて，中学校

数学科の領域「関数」のカリキュラムを構成

するためには，移行過程と各学年とを対応付

ける必要がある．また，現行の学習指導要領

（平成 20 年告示）では，小学校第六学年にお

いて，比例の関係を用いて問題を解決するこ

とが位置付けられており（文部科学省，2008a），
本研究では，学習レベルの移行過程を中学校

数学科のみならず，小学校算数科の学習も含

めて考える． 
 まず，現行（平成 26 年検定）の算数科教科

書（6 社 6 種類）を見てみると，紙の枚数や

くぎの本数を重さから求める場面などで，比

例の関係を用いて問題を解決することが意図

されている．また，そのうち半数の教科書で

解答例が示されており，それらは図 3 のよう

な解答である．これらの記述では，F1 の要件

に関する記述が明示的ではないものの，比例

を用いることが問題解決の前提となっている

ことを勘案すれば，小学校算数科の授業では，

総じて C1 レベルの記述が求められていると

考えることができるであろう．それゆえ，現

行の学習指導要領と教科書を前提とすれば，

学習レベル C1 が，中学校数学科での「初期

状態」となる．また，現行の学習指導要領と

教科書を前提とせずに，前述した，証明を構

想することと証明を構成することの相補的か

つ互恵的な関係を考えれば，理想的には，学

習レベル（P1，C1）までの移行過程を小学校

算数科が担うことが考えられる． 
 その上で，中学校数学科においては，学習

レベル C1（または，（P1，C1））から（P3，
C3）までの移行過程について，第一学年で学

習レベル（P2，C2）までの移行を意図し，第

二学年で（P3，C3）までの移行を意図するこ

とが考えられる（図 4）．なお，この場合，第

三学年は第二学年によって実現される学習レ

ベル（P3，C3）において，証明を生成するこ

とについて評価・改善・発展することを一層

充実することになる． 
 
６．おわりに 

 本稿では，領域「関数」における課題探究

として証明することのカリキュラム開発の枠

組みの構築へ向けて，領域「関数」における

証明の構想や構成の学習レベルを検討し，そ

れらを組合せることで証明の学習レベルの移

行過程を設定した．これらの移行過程に基づ

き意図される活動と，各学年の内容とを対応

付けると表 1 のようになる．この「内容−活動

対応表」を今後，授業としてどのように形づ

くるかが重要な検討課題となる． 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3．算数科教科書における解答例 
（小山ほか，2015，p. 25） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4．学習レベルの移行と学年との対応 
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注 

1）岩田ほか（2015）では，E1，E2 ともに，

「所定のデータ」という表現を用いていた

が，与えられたデータだけでなく，具体的

な事象に関する観察や実験の結果を含める

意図を明確にするために，単に「データ」

という表現に変更した． 
2）岩田ほか（2015）では，解釈の正当化に関

する証明の要件を次のようにしていた． 
I1．解釈した結果には，制約が伴うことに

言及する． 
I2．解釈した結果に伴う制約が生じた要因

に言及する． 
しかしながら，解釈の正当化には，解釈

した結果の制約に言及する以前に，解釈し

た結果そのものを示すことが求められる．

それゆえ本研究では，新たな I1 の学習レベ

ルとして，解釈した結果そのものを示す段

階を位置付ける．また，以前の I1，I2 のよ

うに，解釈した結果には制約が伴うことに

言及する段階と，制約が生じた要因に言及

する段階とを分けた場合，I1 の学習レベル

における正当化の行為が，単に解釈した結

果に「約」や「およそ」を付けることだけ

の儀式的な行為に留まってしまうことが予

想される．それゆえ，それらの学習レベル

を分けるのではなく，制約とその制約が生

じた要因の両者に言及する段階を，新たな

I2 のレベルとして位置付ける． 
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表 1．領域「関数」の「内容－活動対応表」 
学年 項目 学習レベル・移行 

小学校 
第 6 学年 

比例の関係を用いて

問題を解決すること 
O → C1 

中学校 
第 1 学年 

比例，反比例を用いて

具体的な事象をとら

え説明すること 

C1 → (P1, C1) 
(P1, C1) → (P1, C2) 
(P1, C2) → (P2, C2) 

中学校 
第 2 学年 

一次関数を用いて具

体的な事象をとらえ

説明すること 

(P2, C2) → (P2, C3) 

(P2, C3) → (P3, C3) 

中学校 
第 3 学年 

関数 y＝ax2 を用いて

具体的な事象をとら

え説明すること 
(P3, C3) 
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